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 مقدمه
 

اد زدانشیگاه آ ها در متن حاضر بر اساس عزوه ریاضی عمومی یک اینجانب اسی که مدت

اسلامی واحد خوراسگان تدریس شیده اسیی و فصیول ایین کتیاب هیم بیر اسیاس سیر          

 .ب شده اسیهمین درس مرتهای فصل

ه بیا  ها مطرح بیوده اسیی کی   در این متن قضایا بدون اثبات آمده و فقط کاربرد قضیه

 .شده اسی عملی آنهااستفاده مرتبط، س ی در نشان دادن فایده و های ارائه مثال

 قابل ذکر اسی که فصول این کتاب بر اساس نظم حاضر قابل فهم اسیی و همننیین  

ظیر کیرد و   توان از فصل دوم کتاب که چهار کاربرد مهم انتگرال را در بر دارد صرف نمی

 مطال ه یا تدریس آن را تا پایان فصل آخر کتاب به تأخیر انداخی.

فنی های ی کلیه دانشجویان رشتهو نیز نکته دیگر قابل ذکر آن اسی که این متن برا

وستگی و مهندسی تألیف شده، و برای درک مطالب آن، آشنایی با مبثا تابر و حد و پی

 باشد.می نیاز اولیه کاملاً ضروریو مشتق و کاربردهای مشتق به عنوان پی 

کینم و امییدوارم   می در پایان از لطف و تثمل و صبوری همه خوانندگان عزیز تشکر

ن حقییر  قی نظر خود اشکالات و ایرادات و کمبودهای کتاب را گوشزد کرده و ایی که با د

ه ییاری  ها و ارائه یک متن کامل و تا عای ممکن خالی از اشتبارا در برطرف کردن نقص

 فرمایند.

 عوعیلی ثریا کاظمی

  1397زمستان 
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 اول فصل

 قضایاانتگرال معین و نامعین و 
 

 

 انتگرال نامعین

 .ضد مشتق یا تابر اولیه یا انتگرال نام ین تابرتعریف:

f,شد ویک بازه باIاگر gطوریکهه دو تابر باشند ب: 

: , : , ( ) ( ):f I R g I R g x f x x I     
Iبیر بیازه  fمشیتق ییا انتگیرال نیام ین تیابر     را یک تابر اولیه یا ضد gدر این صورت

)نامیم و با نمادمی )f x dxنماد باو یا به اختصارf dxدهیم.می آن را نشان 

 مثال:  
2( ) 2xx  

 

2yپس تابر x2یک تابر اولیه برای تابرy x  اسی و همننین 

( ( )) sin( )Cos x x    
)cosتابر )y xتابر برای ایتابر اولیهsin( )y x.اسی 

 :از طرفی چون داریم
2( 1) 2x x  
2( 4) 2x x  

K2 : یک عدد ثابی( ) 2x K x  

2پس هر یک از توابر 1y x 2و 4y x  وy x K 2  کیه در آنK     هیر عیدد ثابیی

2yتابر اولیه یا ضد مشتق یا انتگرال نام ینی برای تیابر  ،را تواند باشدمی دلخواهی x

بینیم که تابر اولیه یا ضد مشتق یا می فوقهای توان مثسوب کرد و با توعه به مثالمی

حالی کلیی  انتگرال نام ین یک تابر در صورت وعود منثصر به فرد نیسی و بنابرین در 
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را  fر اولیه یا انتگرال نام ین یا ضدمشیتق باشد، تاب Iبربازه fبرایای تابر اولیهgاگر

 نویسیم:می به صورت زیر

( ) ( )f x dx g x K  ( )f dx g x K   یا

 نویسیم:می مثالبه طور 
22xdx x K   

sin( ) cos( )x dx x K    

 توضیح:

 ییا ثابیی  گییری  در نمای  انتگرال نام ین همواره یک عدد ثابی به نام ثابی انتگرالالف:

 دهیم.می نمای  Cیا  Kآن را با حرف  عم ی وعود دارد که م مولاً

RIfبر این بازه باشید، ی نیی    تاب یfیک بازه وIاگر ب: :   ًدر حالیی کلیی لزومیا،f 

 :گرتوان ثابی کرد که امی طور مثاله تابر اولیه ندارد و ب

 : 2,3

1 0

( ) ( ) 0 0

1 0

f R

x

f x sign x x

x

 

 


  
 

 

 مشتق هیچ تاب ی نیسی. fتابر

 

 انتگرال نامعینهای قضیه 
 بر این بازه انتگرال نامعین دارد.fپیوسته باشد، Iبر بازه fاگر .1

 صثیح نیسی. عکس قضیه فوق لزوماًنکته: 

f .انتگرال نام ین داردf 

.پیوسته اسی 

2.  

sin( ) cos( )x dx x K  

 

cos( ) sin( )x dx x K 

 

2 2

2

1
sec ( ) (1 ( )) ( )

cos ( )
x dx dx tg x dx tg x K

x
      

 

2 2

2

1
csc ( ) (1 cot ( )) cot ( )

sin ( )
x dx dx g x dx g x K

x
         
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2

sin( )
sec( ) ( ) sec( )

cos ( )

x
x tg x dx dx x K

x
   

 

2

cos( )
csc( )cot ( ) csc( )

sin ( )

x
x g x dx dx x K

x
      

به شرط:
1

1 0
1

n
n x

x dx K n
n



   
 

 خاصیت خطی بودن انتگرال نامعین .3

2اگر توابر  1,f f   هر دو بیر بیازهI        دارای انتگیرال نیام ین باشیند در ایین صیورت توابیر

1 2 1 2,f f f f  و
1f (      نییز همگیی بیر بیازه )یک عدد ثابییI  دارای انتگیرال نیام ین 

 باشند و علاوه بر آنمی

1 2 1 2( )f f dx f dx f dx      

1 2 1 2( )f f dx f dx f dx      

1 1f dx f dx    

 مثال:  

2
(3sin( ) ) 3 sin( ) 2

3 3

dx
x dx x dx

x x
      

3 1 1
3 ( cos( )) 2 3cos( )

23 1

x
x x K

x

 
       

 
 

 توضیح:

تییوان بییه هییر ت ییداد متنییاهی از توابییر خاصیییی خطییی بییودن انتگییرال نییام ین را مییی

پذیر)دارای انتگرال نام ین( ت میم داد، بیه عبیارتی اگیر    انتگرال
2 1,f f و.....nf،n   تیابر

2باشند و  I)دارای انتگرال نام ین( بر بازه پذیرانتگرال 1, ,..., ,nn      ضیریب ثابیی، در

1این صورت داریم که تابر  1 2 2 ... n nf f f      نیز بر بازهI تگرال نیام ین دارد و  ان

 ،علاوه بر آن

1 1 2 2 1 1 2 2( ... ) ...n n n nf f f dx f dx f dx f dx                

 به عبارتی  

1 1 1 1 1 1

n n n

i i i i i if dx f dx f dx  
  

      



 ریاضی عمومی یک    12

 مثال:  

3 2 3 21
( 4 sin( )) 4 sin( )

dx
x x x dx x dx x dx x dx

x x
           

1
1

4 3 42
34

4 cos( ) 2 cos( )
14 3 4 3

1
2

x x x x
x x x X K




        



 

 باشد ی نی، nاز درعه ای یک چند عمله p(x)اگر مثال: 
1

1 1( ) ...n n

n n oP x a x a x a x a

      

 :داریم Iدر این صورت بر هر بازه 

1 0( ) ...n

nP x dx a x dx a xdx a dx        

1 2

1 1 0...
1 2

n n

n n

x x x
a a a a x K

n n



     


 

 ترین حالت آنقضیه تغییر متغیر در ساده .4

)باشد ی نیfبرای تابر ای تابر اولیه gاگر  ) ( )f x dx g x K  :در این صورت داریم 
( )

( )
g ax b

f ax b dx K
a


     

 (0aباشند ومی عدد ثابیدو bو a)که در آن

 مثال:  
sin(2 3)

cos(2 3)
2
x

x dx K


   
1

1 3
2

2
(3 2) 2

3 2 (3 2)
1 9

( 1) 3
2

x
x dx x K




    
 

 

 2
sin 2 sin(2 )1 1

cos ( ) (1 cos(2 ))
2 2 2 2 4

x xx
x dx x dx x K

 
 
 
 

        

2 2sin ( )cos ( )

dx

x x 

2 2
2 2 2 sin(2 ) sin (2 )

sin ( )cos ( ) (sin( )cos( ))
2 4

x x
x x x x

 
   

 
 

2

2 2 2

4
4 csc (2 )

sin ( )cos ( ) sin (2 )

dx
dx x dx

x x x
      
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 cot 2
4 2cot (2 )

2

g x
g x K

 
   

 
 

1 2 1 2 3 3

2 22 3 2 3 2 3

x x x
dx dx dx

x x x

 
 

  
   

1 2 3 1 3

2 22 3 2 3

x
dx dx

x x


 

 
  

 
3 1

2 22 31 3 1 (2 3) 3
2 3

3 12 2 2 22 3 2 2
2 2

xdx x
x dx

x


    

  
  

3

2(2 3) 3
2 3

6 2

x
x K


    

 تذکر:

 قابل حل اسی.تر تر و سادهمثال بالا پس از تدریس تغییر متغیر در حالی کلی، سریرالف:

 :عبارتند از رود،می برخی از اتثادهای مثلثاتی که اغلب در حل انتگرال بکارب:

 2 2

2 2 2 2

2

2

sin ( ) Cos 1

sin(2 ) 2sin( )cos( )

cos(2 ) cos ( ) sin ( ) 2cos ( ) 1 1 2sin ( )

1 cos(2 )
cos ( )

2

1 cos(2 )
sin ( )

2

 

  

    







 



     







 

 

 تمرین

 های زیر را حل کنید.انتگرال

2

4
sin ( ) ,

(1 2 )

xdx
x dx

x  
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 معین انتگرال

 وفتیه شیود   گافراز و مجموع ریمیان   برای بیان انتگرال م ین ابتدا نیاز اسی تا دو مفهوم

 پردازیم.می سپس به ت ریف انتگرال م ین

 یک بازهافراز تعریف:

]اگر , ]I a b 0یک بازه بسته متناهی باشد مجموعه نقیاط 1 2 1{ , , ,...., , }n nP x x x x x

دلخواه بازهافراز  را یک ,a bنامیم هرگاهمی 

bxxxxxa nn  1210 ...

 

],[نقطه دارد و بازه +1nواضح اسی که این افراز  ba را بهn کند،می زیر بازه تقسیم 

],[],[,],[,...,],[],[ 110121211 xaxxIxxIbxxxI nnnn  

 
],[ 1 iii xxI  راi 1نیامیم و طیول آن را بیا نمیاد     می امین زیر بازه افرازi i ix x   

 دهیم.می نشان

 1 1 0 1x x x a     طول زیر بازه اول = 

 2 2 1x x    دوم= طول زیر بازه 

 1i i ix x     طول زیر بازه =i ام 

 1 1n n n nx x b x       طول زیر بازه =n ام 

آن ||P||د میم و با نماناافزار مینرم یاافراز طول ترین زیر بازه افراز راهمننین طول بزرگ

 ،دهیم به عبارتیمی را نشان
n

iinP 1321 }max{},...,,,max{|||| 
 

چند افراز از بازه مثال:  0,1 .را بنویسید 

 حل: 

1افراز بدیهی {0,1}P  

2

3

1
0, ,1

3

1 3 7
0, , , ,1

2 4 8

P

P

 
  
 

 
  
 

 

 هیر  رد چنیین  هیم  و نوشی افراز توانمی نامتناهی ت داد به بازه هر برای کهواضح اسی 

افراز
1

n

i
i

b a

  اسی اصلی بازه طول برابر هازیربازهه هم طول مجموع ی نی. 
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 در افراز اول،

 1 1 10,1 , 1 0 1,||P || 1I       

 در افراز دوم،  

1 2

1 2 2

1 1
0, , ,1

3 3

1 1 1 2 1 2 2
0 , 1 , || || max ,

3 3 3 3 3 3 3

I I

P

   
    
   

 
          

 

 

 در افراز سوم،

1 1

2 2

3 3

4 4

3

1 1 1
0, , 0

2 2 2

1 3 3 1 1
, ,

2 4 4 2 4

3 7 7 3 1
, ,

4 8 8 4 8

7 7 1
,1 , 1

8 8 8

1 1 1 1
|| || max , ,

2 4 8 2

I

I

I

I

P

 
     
 

 
     
 

 
     
 

 
     
 

 
  

 

 

 افراز منظم:تعریف

نیامیم،  میی  ازهبی آن برابر باشد را افراز منظم آن های افرازی از بازه که طول تمام زیر بازه

0واضح اسی که اگر 1{ , ,...,..., }nP x x x  افراز منظمی از بیازه ,a b    باشید در ایین

 صورت  

|| || i

b a
P

n


  

چند افراز منظم از بازه مثال:  0,1.بنویسید 

 1 2 3

1 1 2
0, ,1 , 0, , ,1 , 0,1

2 3 3
P P P

   
     
   

 

یک افراز از بازه مثال:  1,2  3بنویسید که طول آن کمتر از

7
 باشد.

0کنیم می فرضحل:  1{ , ,...,..., }nP x x x  یک افراز منظم بیازه 1,2    باشید بیا نیرم
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3کمتر از

7
 :، در این صورت داریم

2 1 3 1 3 7
|| || ~ 2.3

7 7 3
i

b a
P n

n n n

 
         

n افییراز اسییی بنییابرین هییای ت ییداد زیییر بییازهnًیییک عییدد صییثیح اسییی پییس  لزومییا

3,4,5,...n ، 3طور دلخواه اگر قرار دهیمهبn داریم: 
2 1 1

3 3

1 1 1 4 5
1,1 ,1 2 ,1 3 1, , , 2

3 3 3 3 3

i

P p


  

   
           

   

 

 تر بودنتظریف یا ظریف:تعریف

2اگر 1,P P  هر دو افرازهایی از بازه ,a b،2گوئیم افراز می باشندP  1ازP تر اسی ظریف

1هر گاه  2P P .باشد 
 تر باشد در این صورت  ظریف1Pاز  2Pواضح اسی که اگر 

|||||||| 12 PP  
 هم مقایسه کنید.تر بودن باافرازهای زیر را از نظر ظریفمثال: 

 1

2

3

4

0,1

1
0, ,1

3

1 1
0, , ,1

3 2

2
0, ,1

2

P

P

P

P



 
  
 

 
  
 

  
  
  

 

تر اسی و افراز ظریف 2Pاز  3Pترند و افراز ظریف 1Pواضح اسی که همه افرازها ازحل: 

4P  2با افرازهایP  3وP .ارتباطی ندارد 

افرازی از بازهمثال:  1,3  3بنویسید که نرم آن کمتراز

7
 را شامل باشد. 2و نقطه  

0کنیم می ابتدا فرضحل:  1{ , ,..., }nP x x x 3یک افراز منظم این بازه با نرم کمتیر از

7
 

 باشد پس  
3 1 3 2 3 14

|| || 5
7 7 3

i

b a
P n n

n n n

 
           
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nاگر قرار دهیم    داریم:5
3 1 3 1 2

|| ||
5 5

2 2 2 2 2 7 9 11 13
1,1 ,1 2 ,1 3 ,1 4 ,1 5 1, , , , ,3

5 5 5 5 5 5 5 5 5

i

b a
P

n n

P

  
      

   
             
   

 

2xحال اگر نقطه تیر از  را به آن اضافه کنیم یک افراز ظریفp    بیه نیام افیرازp 

شود ی نی قرار دهیم می ایجاد 2p p  پس 

7 9 11 13
1, , 2, , , ,3

5 5 5 5
p

 
   

 
 

pو افراز مطلوب مسئله، افراز   2اسی زیرا P  و چونp تر از ظریفp اسی پس

|| || || ||P P 3ین بنابر
|| ||

7
P   . 

 تعریف: مجموع ریمان تابع

]:اگر  , ]f a b R  0یک تابر کراندار و 1{ , ,...,..., }nP x x x یک افراز بیازه ,a b

 نامیم.می Pنظیر افراز fباشد هر مجموع به صورت زیر را یک مجموع ریمان تابر





n

i

iitffPS
1

)(),(

 
 ام iهیر نقطیه دلخیواهی از بیازه     itامین زیر بیازه افیراز و   iطول  iکه در آن منظور از

 تواند باشد ی نی  می

iiiiiii xtxxxIt   11 ],[
 

با فرضمثال: 
: 0,

2

( ) sin( )

f R

f x x

 
 

 



,0و , ,
6 4 2

P
   

 
 

fبرای تیابر  یک مجموع ریمان

 بنویسید.Pنظیر افراز

 حل: 

1 1 1 10, , 0 ,
6 6 6

I t I
   

      
 

 

2 2 2 2, , ,
6 4 4 6 12

I t I
     

      
 
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3 3 3 3, , ,
4 2 2 4 4

I t I
     

      
 

 

طور دلخواه از بازه اول هکه اگر ب
1

6
t


  و از بازه دوم

2
6

t


    و از بیازه سیوم
3

3
t


 

 :اختیار شود داریم

1 1 2 2 3 3( , ) ( ) ( ) ( )S P f f t f t f t      

Sin ( ) sin ( ) sin ( )
6 6 6 12 3 4

     
      

1 1 3 2 3 3

2 6 2 12 2 4 24

      
       

(3 3 3) (1 3)
24 8

 
    

تیوان مجمیوع ریمیان    میی  به ت داد نامتناهیfبدیهی اسی که نظیر این افراز برای تابر

 .تواند هر نقطه دلخواهی باشدمیiIدر بازه itنوشی زیرا 

iiiii xtxIt  1 
)و با تغییر ),i if t t و در نتیجه( , )S P f .تغییر خواهد کرد 

 Pنظیر افراز fمجموع ریمان بالایی و پایینی تابع:تعریف

]:اگر  , ]f a b R 0یک تابر کراندار و 1{ , ,..., }nP x x x یک افراز بازه ,a b  باشد

و Pنظییر افیراز   fزیر را به ترتیب مجموع ریمان بالایی تابرهای در این صورت مجموع

 نامیم.میPنظیر افراز fمجموع ریمان پائینی تابر

1

( , )
n

i i

i

L p f m


  و( , )
n

i i

i

U p f M


 
1

 

 که در آن

{ ( ) }i im Inf f x x I   و{ ( ) }i iM SUP f x x I  

تابر مثال: 
   

2
: 0,

3

sin

f R

f x x

 
 

 



2و افراز  
0, , ,

6 4 3
P

   
  
 

مفروض اسی، مطلیوب   

 .pنظیر افراز fاسی مجموع ریمان بالایی و پائینی تابر
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 حل: 

1 1

1 1

2 2

2 2

3 3

3

0, , 0
6 6 6

1
{ ( ) | } sin( ) 0 sin

6 6 2

, ,
6 4 4 6 12

2
{ ( )| } sin( ) sin

6 4 4 2

2 2 5
, ,

4 3 3 4 12

{ (

I

M SUP f x x I SUP x x

I

M SUP f x x I SUP x x

I

M SUP f x

  

 

    

  

    

 
     
 

   
         

   

 
     
 

   
         

  

 
     
 

 3

2
) | } sin( ) sin 1

4 3 2
x I SUP x x

     
        

  

 

1 1 2 2 3 3( , )U P f M M M       

1 2 5 12 2
1

2 6 2 12 12 24

  



       

 
ی مسیاح  تیابر برابیر مجمیوع    بینیم که مجموع ریمیان بیالایی  می با توعه به شکل فوق

 باشد و به طور مشابهمی زدههاشور هایناحیه

1 1{ ( ) | } sin( ) 0 sin(0) 0
6

m Inf f x x I Inf x x
 

       
 

 

2 2

1
{ ( ) | } sin( ) sin

6 4 6 2
m Inf f x x I Inf x x

     
         

  
 

3 3

2 2
{ ( )| } sin( ) sin

4 3 4 2
m Inf f x x I Inf x x

     
         

  
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1 1 2 2 3 3( , )L P f m m m       

1 2 5 1 5 2
0

6 2 12 2 12 24

  



      

 

 
 باشد.می در شکل بالا زدههاشور هایسطح ناحیهمجموع ان پایینی برابر مجموع ریم

 داریم:pر و هر افراز ابدیهی اسی که برای هر تابر کراند

),(),(),( fPUfPSfPL  
)شود که می در حالی کلی ثابی , ) ( , ) ( , )L P f S P f U P f     اما در برخیی از توابیر

 ائینی تیابر پریمان بالایی و توان مشاهده کرد که مقادیر مجموع می تر شودهرچه افراز ظریف

 نامند.می ال م ین()دارای انتگر پذیرانتگرالشوند، در این حالی تابر را می تربه هم نزدیک

 )دارای انتگرال معین( پذیرانتگرالتابع :تعریف

]:اگر  , ]f a b R کراندار باشد، تابرf  دارای انتگیرال م یین  پیذیر انتگرالرا بر این بازه ، 

دارای fهای ریمیان آن موعیود باشید بیه عبیارتی تیابر کرانیدار       نامند هرگاه حد مجموعمی

کهطوریهموعود باشد ب Aانتگرال م ین اسی هرگاه عدد حقیقی 
lim ( , )

|| || 0

S P f A

P 




 . 

 توضیح:

 باشد در این صورت   پذیرانتگرالfتوان ثابی کرد اگرمیالف:

|| || 0 || || 0 || || 0
lim ( , ) lim ( , ) lim ( , )

P P P
S P f U P f L P f

    
  

باشد، ی نی حد مجموعهای ریمیان   پذیرانتگرالfتوان ثابی کرد که اگرمی همننینب:

 fابرتآن موعود باشد، در این صورت این حد منثصر بفرد اسی و آن را انتگرال م ین 

بربازه  ,a bنامیم و با نماد می( )
b

a
f x dx   بیا  و یا بیه اختصیار

b

a
f dx  آن را نشیان 

 دهیم ی نیمی

     
0 0 0

( ) lim , lim , lim ,
b

a
P p p

f x dx S P f U P f L P f
    

   
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 کنیم،می طور قرارداد ت ریفهب:ج

, 0
a b a

b a a
f dx f dx f dx     

و در  وابسیته اسیی   kدرانتگرال نام ین عواب انتگرال یک تابر اسی و به مقدار ثابیی  :د

 ریمیان هیای  انتگرال م ین عواب انتگرال یک عدد متناهی اسی که همان حید مجمیوع  

 باشد.می

 ثقیق کنید.تی توابر زیر پذیرانتگرالبا استفاده از ت ریف انتگرال م ین، در مثال: 
:[0,1] :[0,1]

2
( ) 2 ( )

2

f R f R

x Q
f x f x

x Q

 


  

 

 

اگرحل:  
  2

: 0,1
f x

f R


  0فرض شود و 1{ , ,...,..., }nP x x x  یک افراز دلخواه بیازه

 0,1،باشد 

1 1 1

( , ) ( ) 2 2 2 ( ) 2(1 0) 2
n n n

i i i i

i i i

S P f f t b a
  

              

1

0|| || 0 || || 0
lim ( , ) lim 2 2 2

P P
S P f f dx

  
     

f[0,1]:و اگر  R    بیا ضیابطه
2

( )
2

x Q
f x

x Q


 

 
انتگیرال   fفیرض شیود،   

و  پذیرانتگرالfم ین ندارد زیرا به فرض خلف اگر
1

0
f dx A باشد داریم: 

|| || 0 || || 0
lim ( , ) lim ( , )

P P
U P f L P f A

  
  

0حال اگر  1{ , ,...,..., }nP x x x  یک افراز دلخواه بازه ,a bی کیه در  باشد واضح اس

 بازه داریم:هر زیر

 2)(  ii IxxfSUPM 
  2)(  ii IxxfInfm 

2)01(222),(
11 1

  
 

n

i

ii

n

i

n

i

iiMfpU

 
222lim),(lim

00




AfPU
pp 
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1 1 1

( , ) 2 2 2
n n n

i i i i

i i i

L P f m
  

            

0 0

lim ( , ) lim 2 2 2
P p

L P f A
  

        

 و این تناقض اسی زیرا عواب حد در صورت وعیود بایید منثصیر بیه فیرد باشید)مطابق      

 انتگرال م ین ندارد.fو موعود نیسیتوضیح )ب( در ت ریف انتگرال م ین( پس حد 

 

 تمرین

افرازی از بازه .1 0,2 3بنویسید که طول آن کمتر از

5
 باشد. 

با فرض  .2
   

,
6 2

cos

R

f x x

  
  
 



,0,و  ,
6 4 2

P
   

  
 

مطلوب اسی مجموع ریمیان   

 .Pنظیر افراز fبالایی و پایینی تابر

  نی،ع یهای مربوط به مجموبا استفاده از فرمول .3

 ،nتا  1عدد طبی ی از  nمجموع 
1

( 1)

2

n

k

n n
K




 

n، 2تا  1عدد طبی ی از  nمجموع توان دوم 

1

( 1)(2 1)

6

n

k

n n n
K



 
 

n، 3تا  1عدد طبی ی از nمجموع توان سوم  2

1

( 1)
( )

2

n

k

n n
K




 

 مجموع مقادیر زیر را به دسی آورید.

الف:  
37 7

2

1 1

( )
4k k

k
k

 

   :ب
35 5

3

1 1

( )
225k k

k
k

 

  

ج:  
71

18

( 1)
k

k k


  :د
1

1
( 2 )

n

k

n
n

 

هیا و خطیوط عمیودی    xمساحی زیر نمودار تابر )ناحیه مثدود بین منثنی و مثیور  .4

 برآورد کنید.را های زیر شده( در هر یک از حالیمثدودة مشخص

الف: با استفاده از مجموع ریمان پایینی با چهار مستطیل با عرض مساوی برای تیابر  
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2( )f x x  0بینx   1تاx . 

ابر ب: با استفاده از مجموع ریمان بالایی با دو مسیتطیل بیا عیرض مسیاوی بیرای تی      
2( ) 4f x x   2بینx    2تاx . 

ها بیا چهیار مسیتطیل بیا عیرض      ج: با استفاده از مقدار تابر در نقطه میانی مستطیل

1مساوی برای تابر 
( )f x

x
  1بینx   5تاx . 

نییی  یfنمییودار توابییر داده شییده را رسییم کنییید و سییپس مجمییوع ریمییان تییابر     .5

1

( )
n

i

i

f t i


.را در هر یک از موارد زیر حساب کنید 

)نقطه ابتدایی زیربازه باشید و   itالف: اگر ) sin( )f x x  بربیازة ,    کیه بیه

 چهار قسمی مساوی تقسیم شده اسی.

)2نقطه میانی زیربازه و  itب: اگر ) 1f x x   بربازة 0,1    که به چهیار قسیمی

 مساوی تقسیم شده اسی.

هیای زییر را   ع ریمیان تیابر  سوم، حد مجمو های داده شده در تمرینبه کمک فرمول .6

nوقتی    یین کنید هرگاه بازة ت ,a b  بهn   زیربازة مساوی تقسیم شیود و

it .نقطة انتهایی زیربازه باشد 

)2الف:  )f x x x   بربازة 0,1 

)2ب:  )f x x x   بربازة 1,0 

 ساب کنید.های زیر را حثاسبة مساحی، مقدار انتگرالبه کمک م .7

  اگر
4 1

2 2
( 3) , | | , 2 b

2

b

a

x
dx x dx xdx ،a

 
     

0
2

4
16 x dx


 

  

0 
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 انتگرال معینهای قضیه 
]:اگر  .1 , ]f a b R ،پیوسته باشدf.بر این بازه انتگرال م ین دارد  

 عکس قضیه فوق لزوماً صثیح نیسی.نکته: 
b

a

f dxوعود داردf 

 پیوسته بر ,a b .اسی 

2. 
1 1

1

n n
b

n

a

b a
x dx

n

 


 1به شرط آنکه 0n   

 مثال:  
3 3

2

3

b

a

b a
x dx


 

2 2

2

b

a

b a
xdx


 

1 1
0

1

b b b

a a a

b a
dx x dx b a dx b a


         

1 1
1 1

2 2
3 32

( )
1 3

1
2

b

a

b a
x dx b a

 


  


 

1 1
1 1

2 2

2( )
1 1

1
2 2

b

a

dx b a b a
b a

x

   

 
   




 

4 4
1

3

0

1 0 1

4 4
x dx


  

1

2
20

1

1
I dx

x

 
   
 

2 2 21 1 1 1 3
0 0 0 1 1 1

2 4 4 4 4
x x x x


               

1 1

2 2
2 2 0

1 1 4 1 1 1
1 1 1 0

31 3 1 2 2

4

a
I dx dx

x x

 
             

  

 کنید. حسابزیر را  مک مفهوم انتگرال م ین پاسخ حدبه کمثال: 

1

1
m

n

n

k

Li
n k  

 
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 حل: 

1

1 1 1 1 1
....

1 2 3

n

k n k n n n n n

    
    

 

باشید(   پیذیر انتگرالکه مجموع ریمان یک تابر پیوسته )به کنیم مجموع بالا را س ی می
 تبدیل کنیم.

1 1 1 1 1 1
....

1 2
1 1 1

nn n n

n n n

      

  

 

1اگر فرض کنیم 
i

n
  1و

( )
1

f x
x




    پس

1 2

1 2
, ,...., 1n

n
t t t

n n n
    

 و اگر قرار دهیم

1 2
0, , ,...,1p

n n

 
  
 

 

در اییین صییورت بییازه  ,a bهمییان بییازه 0,1 1خواهیید بییود وچییون
ip

n
   اگییر

n 0داریمp . 

0pبنابرین حد فوق، حد یک مجموع ریمان اسی وقتی     و چون تابر پیوسته پیس

 باشد ی نی،می ریمان آن همان انتگرال م ین تابرهای اسی و حد مجموع پذیرانتگرال
1 1

1 0 0

1 1
lim ( )

1

n

n
k

f x dx dx
n k x



 
 

   

 خاصیی خطی بودن انتگرال م ین .3

هییر دو بییر بییازه  2fو1fاگییر توابییر  ,a b   دارای انتگییرال م ییین باشییند آنگییاه توابییر

1 1 2 1 2, ,f f f f f  (نیز بر این باز )آن  ه انتگرال م ین دارند و علاوه بر ضریب ثابی 

1 2 1 2( )

b b b

a a a

f f dx f dx f dx     

1 2 1 2( )

b b b

a a a

f f dx f dx f dx     

1 1

b b

a a

f dx f dx   
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 نوشیتوان می و یا در حالی کلی

1 2 1 2( )
b b b

a a a
f f dx f dx f dx       

 :مثال
1 1 1

4 4

0 0 0
(2 3 ) 2 3x x dx x dx x dx      

3 3

5 52 21 0 1 0 2 3 4 3 11
2 3 2 (1 0) (1 0)

3 5 3 5 3 5 15

2

 
            

 :توضیح

1fگر ابکار برد ی نی  پذیرانتگرالتوان برای هر ت داد متناهی از توابر می این قضیه راالف:

تابر دارای انتگرال م ین وnf،nو...و2fو  و1 عدد ثابی باشیند آنگیاه تیابر     n،nو...2

1 1 2 2 ... n nf f f      بر بازه ,a b   انتگرال م ین دارد و علاوه بر آن 

( .... )
b

n n
a

f f f dx      1 1 2 2

1 1 2 2 ...
b b b

n n
a a a

f dx f dx f dx       

 و یا به عبارتی

1 1 1

n n nb b b

i i i i i i
a a a

i i i

f dx f dx f dx  
  

      

1به طور مثال اگر 

1 1 0( ) ...n n

n np x a x a x a x a

       از ای ییک چنید عملیه

باشد،بر هر بازه nدرعه  ,a b :داریم 

1

1 1 0( ) ....
b b b b b

n n

n n
a a a a a

p x dx a x dx a x dx a xdx a dx

          
1 1 2 2

1 1 0... ( )
1 2

n n n n

n n

b a b a b a
a a a a b a

n n

 



  
    


 

 ی نی

0 0

( )
n nb b b

i i

i i
a a a

i i

p x dx a x dx a x dx
 

     
1 1

0 0 1

i in nb
i

i i
a

i i

b a
a x dx a

i

 

 





  
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حیداکثر   پیذیر انتگرالتوان ثابی کرد اگر دو تابر به کمک خطی بودن انتگرال م ین میب:

 ابر اسی.در ت داد متناهی نقطه متمایز باشند آنگاه انتگرال م ین آن دو تابر باهم بر

 مثال:   
3

2
x dx 

 حل: 

   : 2,3x R 

  2 2 3

3 3

x

xx  

 

تابر  1y xبر بازه ,2 2با تیابر ثابیی   3 2y      فقیط در ییک نقطیه متمایزاسیی و

 بنابرین طبق توضیح )ب( داریم:
3 3 3 3

1 2
2 2 2 2

2 2 2(3 2) 2y dx y dx dx dx         

مطلوب اسیمثال: 
1

0
( )f x dx 0اگر

( )

0 0

x
x

f x x

x




 
 

 باشد. 

 حل: 

0 1 0
( )

0 0 0
0

x
x x

f x x
x x


 

  
 



 

بر بازه fتابر 0,1 1با تابر ثابیy    0فقط در یک نقطیه آن هیمx   تفیاوت دارد و

 انتگرال م ین این دو تابر برابر اسی پس ،این توضیح قسمی ب از مطابق
1 1 1

0 0 0
( ) 1 1 0 1f x dx dx dx       

ین اسیی ولیی انتگیرال م یین دارد بنیابر     ناپیوسته fبینیم کهمی دردو مثال فوقنکته: 

 انتگرال م ین، قضیه یک طرفه اسی. قضیه اول مربوط به
b

a
fdx وعود داردf 

 پیوسته بر اسی ,a b 

 انتگرال م ینای مقایسهخاصیی  .4

هییر دو بربییازه 2fو1fاگییر توابییر  ,a bباشییند و بییر اییین بییازه همییواره پییذیرانتگییرال

1 2( ) ( )f x f xباشد، در این صورت 

1 2

b b

a a
f dx f dx  
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0fاگییر نتیجههه:  وf0باشیید پییس  پییذیرانتگییرال
b

a
fdx 0اگییر  وf  وf

0آنگاه  پذیرانتگرال
b

a
fdx . 

 مثال:  
1

3 2

0
3 4 3x x dx   

 زیراحل: 
2

2

3 0

4 0

3 4 0

x

x

x x





 

0 1:x  

3 2

1
3 2

0

1
3 2

0

3 4 0

3 4 0

3 4 3

x x

x x dx

x x dx

  

  

  





 

 مثال:  
5

3
4

1

dx

x


 

 زیراحل: 
1 1 1

3 5 4 1 6
4 1 6

x x
x

        


 

5 5 5

3 3 3

1 1 1

4 1 6
dx dx dx

x
  

   

5 5

3 3

1 1 1 2 1
(5 3)

6 6 6 6 3
dx dx      

5 5

3 3

1 1 1 2 1
(5 3)

4 4 4 4 2
dx dx       

5 5

3 3

1 1
4

2 1 3 1

dx dx

x x
    

   

 انتگرالقضیه مقدار میانگین برای  .5

بر بازه fاگر تابر ,a bباشد و بر این بازه کران بالای آن پذیرانتگرالM و کران پایین

باشد ی نی برای هرmآن ,x a b،( )m f x M آنگاه 

m( ) ( )
b

a
b a fdx M b a    

 ن کنید.م ین زیر ت یی به کمک قضیه مقدار میانگین مثدوده تقریبی برای انتگرالمثال: 
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 حل: 

 

2

9

0
cos( )x dx



 

2 cos 1
0 0 1 cos( )

9 3 2
x x x

  

        

2
2 2 2 2

9

0

1
1 0 cos( ) 0

9 2 9 18 9
x dx I


      

            
   

 

 انتگرال م ین مطرح شده اسی(.I)در این قسمی منظور از 

 توضیح:

)بنابر قضیه فوق الف: ) ( )
b

a
m a b f dx M b a    ی نی 

b

a
f dx

m M
b a

 


 

قابل ذکر اسی که

b

a
f dx

b a


بر بازه fرا متوسط تابر  ,a bیا میانگینf    و ییا چگیالی

 دهند.نشان میfنامند و با نماد می بر این بازهfتابر

)متوسط تابرمثال:  )f x x را بر بازه 0,1.ت یین کنید 

 حل: 

 

3 31 1

2 2
0 0

( ) 1 0 2

31 0 1 3

2

f x dx x dx
f


   



 
 

 پیوسته باشد:fنتیجه قضیه مقدار میانگین در حالتیکهب:

اگر تابر : ,f a b Rمانندای پیوسته باشد آنگاه نقطهc بیینa تیاb   وعیود دارد بیه

 طوری که  

( ) ( )
b

a
fdx f c b a   

اگرمثال:  : ,f a b R0پیوسته و,
b

a
f dx b a آنگاه ،fکم این بازه دسی بر

 یک ریشه دارد.  
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ای نقطیه  ،پیوسته اسی پس بنابر نتیجه قضیه مقدار میانگین بیرای انتگیرال  fچونحل: 

 ،طوریکه هوعود دارد بbتاaبینcمانند

( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( ) 0
b ab

a
fdx f c b a f c b a f c



          

c یک ریشهf بر این بازه اسی 

در نتیجه قضیه مقدار میانگین برای انتگرال م ین را بیر بیازه   cنقطهمثال:  0,1  نظییر 

)تابر )f x x.ت یین کنید 

 حل: 

                    

2 4
,

3 9
c c    

1

0
( ) ( ) (1 0)x dx f c b a c          

  

)بینیم که می در مثال فوقنکته:  ) ( )f c b a    مساحی مستطیلی اسی کیه در نقطیه

cشود و این مساحی با سطح زیر منثنیبنا میy x.در این فاصله برابر اسی 

 
 پذیری انتگرال م ینخاصیی عمر .6

]بر بازه fاگر تابر  , ]a bباشد آنگاه پذیرانتگرالfاسیی   پذیرانتگرالبازه آن نیز هر زیربر
 باشد داریم:bتاaبین  نقطه دلخواهی cو علاوه بر آن اگر

b c b

a a c
f dx f dx f dx    

 داده شده ت یین کنید. ابر زیر را بر بازهمتوسط تمثال: 

       1 3 1 : 0,1y x  
 حل: 

1 3 1y x  
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1
0 1

3

3 1 0

x

x   
 

1
1

1
0 3

11
0

3

3 1
(3 1) (3 1)

1 0

x dx
y x dx x dx


       




  

1 1 1

3 3 3

0 0 0
(3 1) 3x dx xdx dx       

2 21
( ) 0

1 1 1 133 ( 0)
2 3 6 3 6




      

2

2

1 1 1

1 1 1

3 3 3

1
1 ( )

13(3 1) 3 3 (1 )
2 3

x dx xdx dx



       

1
1

2 4 2 293
2 3 3 3 3


 

      
 

 

1

1 2 5

6 3 6
y    

 توضیح:

هیای ت داد متناهی از زییر بیازه  هر این قضیه برای الف: ,a b     برقیرار اسیی ی نیی اگیر

2 1, ..., ,nn c c cنقطه از بازه ,a bباشند وfبر بازه ,a bباشد آنگاه پذیرانتگرال 
1 2

1

...
n

b c c b

a a c c
f dx f dx f dx f dx       

 

 
 

 .مطلوب اسیمثال: 
2.5

1
[ ]x dx

 

 حل: 
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 

1 1 0

0 0 1

1 1 2

2 2 2.5

x

x
x

x

x

   


 
 

 
  

 

         
2.5 0 1 2 2.5

1 1 0 1 2
x dx x dx x dx x dx x dx

 
         

       
0 1 2.5 2.5

1 0 1 2
1 0 1 2dx dx dx dx


       

0 2 2.5

1 1 2
0 2 (0 ( 1)) (2 1) 2 (2.5 2)

1 1 2 0.5 1

dx dx dx


            

     

   

اگییرمثههال:  
0

( )
x

f x t x dt  ،ضییابطهfبییر بییازه 1,3طییور صییریح )بییدون بییه

 انتگرال(چیسی؟

 حل: 

 
0

1 0 1 ( ) ( 1)
x

x x f x t dt           
2 2 2

0

0

2 2

x x x
tdt

 
    

 
0

0 1 0 ( ) 0 0
x

x x f x dt       

 
2 2 2

0 0

0
1 2 1 ( ) ( 1)

2 2

x x x x
x x f x t dt tdt


            

 
2 2

2

0 0

0
2 3 2 ( ) 2 2 2

2

x x x
x x f x t dt tdt x


            

 
2 2

3 3

0 0

3 0 27
3 3 ( ) 3 3 3

2 2
x x f x t dt tdt


          
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2

2

2

1 0
2

0 0 1

( ) 1 2
2

2 3

27
3

2

x
x

x

x
f x x

x x

x


  


 




   

  

 


 

 پذیری انتگرال م ین ی نیشود در فرمول خاصیی عمردر حالی کلی ثابی میب:
b c b

a a c
f dx f dx f dx    

که داخل بازه cفوق موعود باشد)صرف نظر از مکان انتگرال 3انتگرال از  2اگر  ,a b

 باشد یا نباشد(آنگاه انتگرال سوم نیز وعود دارد و رابطه فوق برقرار اسی.

ای بیازه ،گوئیم هرگاهرا fتابر،پیوستهای طور تکههتابر قط ه به قط ه پیوسته یا تابر بج:

مانند  ,a bو افرازی از این بازه مانند، 1 2, , ,..., ,nP a c c c bکه در آن، 

1 2 ... na c c c b     

1موعود باشدو توابر 2 1,...., ,nf f f1طوریکه بهf 1بر بازه( , )a c2وf   بیر بیازه( , )c c1 2

nfو..و 1 بر بازه( , )nc b متنیاهی  در نقیاط میرزی حیدهای عهتیی موعیود و      پیوسته و
 طوریکههب ،باشند





















 bxcxf

cxcxf

cxaxf

xf

nn )(

)(

)(

)(

1

212

11

 
 سی و داریم:پذیرانتگرالبر این بازه  fواضح اسی که

1 2

1
1 2 1( ) .... ( )

n

b c c b

n
a a c c

f x dx f dx f dx f x dx       

تابر مثال:  y xو( )y sign xباشند.می توابر قط ه به قط ه پیوسته 

بر بازهfاگر .7 ,a bباشد آنگاه تابر پذیرانتگرالf اسی و  پذیرانتگرالنیز بر این بازه
 داریم:



 ریاضی عمومی یک    34

b b

a a
f dx f dx  

 عکس قضیه فوق لزوماًبرقرار نیسی.نکته: 

تابر مثال: 
 

2

2

: 0,1

( ) { x Q

X Q

f R

f x 

 




fانتگرال م ین ندارد ولی تابر   اسی.پذیرانتگرال2

1 1 1

0 0 0
2 2(1 0) 2 2f dx dx dx       

 قضیه هشتم شامل سه قسمی اسی. .8
اگراولاً:  : ,f a b Rباشد در این صورت تابر پذیرانتگرال 

 : ,

( ) ( )
x

a

g a b R

g x f t dt



 
 

بر بازه  ,a b.پیوسته اسی 
اگر :ثانیاً : ,f a b R    پیوسته باشد در ایین صیورت تیابرg ًی، تیاب  درقسیمی اولا 

)پذیر اسی و داریممشتق ) ( )g x f x به عبارتی ( ) ( )
x

a
f t dt f x


. 

 شناسیم.این قسمت را تحت عنوان قضیه اساسی اول حسابان می

بافرض مثال: 
21

( )
1

x dt
H x

t


 :مطلوب اسی مقادیر زیر 

(1), (4) (2), (1)H H H H  
 حل: 

1

21
(1) 0

1

dt
H

t
 

 

4 2 4

2 2 21 1 2
(4) (2)

1 1 1

dt dt dt
H H

t t t
   

     

2 2 21

1 1 1
(1) ( )

1 11 1 1 1 2

x dt
H

x xt x
    

    

 هرگاهfیپیوسته باشد مطلوب اسی ضابطهfفرض آنکهبامثال: 
2

1
( ) 2 1

x

f t dt x x   

تق اگر از دو طرف رابطه فوق مشتق بگیریم بنابر قضییه اساسیی اول حسیابان، مشی    حل: 
 برابر خود تابر اسی ی نی، ،انتگرال تابر پیوسته
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  2

1
( ) ( 2 1) ( ) 2 2

x

f t dt x x f x x


      

پیوسته باشد مطلوب اسیfاگر مثال: 
( )

lim

x

a
f t dt

x a

x a






. 

 حل: 

( ) ( ( ) ) ( )
lim lim lim ( )

1 1

x x

a a
x a x a x a

f t dt f t dt f x
f a

x a
  


  



  

 پیوسته باشد،مطلوب اسیRروی  fاگرمثال: 

0
0 2

( ) ( )
lim

sin ( )

x

x

x t f t dt

x


 

 حل: 

0 0
0 02

( ) ( ) ( ( ) ( ) )
lim m (*)

sin ( ) 2sin( )cos( )

x x

x x

x t f t dt x t f t dt
Li

x x x
 

 
 

  

 از طرفی

       0 0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x x x x

x t f t dt xf t dt tf t dt x f t dt tf t dt
  

         

 بنابر قضیه اساسی اول حسابان

 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

x x

f t dt xf x xf x f t dt     

0

0

( )
(*) lim

2sin( )cos( )

x

x

f t dt

x x
  

 

0
02 2 2 20

( ( ) ) ( ) (0) (0)
lim lim

2(cos ( ) sin ( )) 2(cos ( ) sin ( ) 2(1 0) 2

x

x
x

f t dt f x f f

x x x x





  

  



 

4ثابی کنید تابرمثال:  2( ) (1 sin ( ))
a

x
g x t dt اسی.پذیر وارون 

 حل: 
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   4 2 4 2( ) (1 sin ( ) (1 sin ( )
a x

x a
g x t dt t dt

 
       

 بنابر قضیه اساسی اول حسابان
4 2(1 sin ( )) 0 0x g        

gپذیر اسی.اکیداً نزولی پس وارون 

شییود اگیر در حالییی کلیی ثابییی میی  نکتهه:   : ,f a b Rپیوسییته و,  دو تییابر

 پذیر باشند آنگاه،مشتق

 
( )

( )
( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

x

x
f t dt f x x f x x




   


   

باشید تثیی عنیوان قضییه     میی  مطلب فوق را که تکمیل شده قضیه اساسی اول حسابان

 شناسیم.می لایب نیتز

ثابی کنید تابر مثال: 
3

0
2( ) (1 )

x
g x t dt  بر بازه 0,اسی.پذیر وارون 

 حل: 

 3

0
2( ) (1 )

x
g x t dt


   

2 3 2 3 6 2(1 0 ) (0) (1 ( ) ) ( ) (1 ) 3x x x x           
0g   0)بر بازه, )پس ،gبر بازه 0,اسی.پذیر اکیداً نزولی و وارون 

 

 مثال:  

 
sec( )

3 3 3

sin( )
sec( ) (sec( )) sin( ) (sin( ))

x

x
t dt x x x x


     

3 3sec( ) sec( ) ( ) sin( ) cos( )x x tg x x x  
4

3 3sec( ) ( ) sin( ) cos( )x tg x x x  
 

,تاب ی با دستور زیر بر بازه fاگرمثال: 
6 3

  
 
 

 fباشد، مطلیوب اسیی ضیابطه دقییق     

 بطور صریح )بدون انتگرال(.
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sin( )

2cos( )
( )

1

x

x

dt
f x

t



 

 بنابر قضیه لایب نیتز داریم:حل: 

2 2

1 1
( ) (sin( )) (cos( ))

1 sin ( ) 1 cos ( )
f x x x

x x
     

 

cos( ) sin( )

cos( ) sin( )

x x

x x


  

]در باز xطبق فرض انتهای کمان , ]
6 3

   .قرار دارد پس سینوس و کسینوس آن مثبی اسی 

kxxf
x

x

x

x
xf  2)(211

)sin(

)sin(

)cos(

)cos(
)(

 
دهیم،اگر قراردهیم مقدار میxبهkبرای یافتن

4
x


:داریم 

2

2

2 2
2

( ) 0 2 0 ( ) 2
4 4 2 21

dt
f k k f x x

t

   
           


 

اگر ثالثاً:  : ,f a b Rتاب ی پیوسته وF از آن باشد دراین صورتای تابر اولیه 

( ) ( )
b b b

aaa
f dx F b F a F F    

ای چون بر بازه بستهfبنابر قسمی ثانیاً هر تابر پیوسته مانندتوضیح: ,a b   ییک تیابر

 دارد زیرابر این بازه اولیه 

( ( ) ) ( )
x

a
f t dt f x  

)بنابرین اگرقرار دهیم ) ( )
x

a
g x f t dt  داریمg f   ی نیg ازای تابر اولیهf  .اسی 

رابطه فوق fوانتگرال نام ین fپیوسته باشد بین انتگرال م ین fو بنابر قضیه فوق اگر

 شناسیم.می وعوددارد، این قضیه را تثی عنوان قضیه اساسی دوم حسابان

)sinدر قسیمی انتگیرال نیام ین دییدیم کیه     مثال:  )y x  تیابر بیرای  ای تیابر اولییه

cos( )y xاسی پس 

2

0
cos( ) sin( ) sin sin(0) 1 0 12

2
0

x dx x
 

 
      

 
 

4 مثال:  

0
1 cos(4 )x dx



 



 ریاضی عمومی یک    38

 حل: 
2 21 cos(4 ) 1 (2cos (2 ) 1) 2cos (2 ) 2 cos(2 )x x x x       

0از طرفی 
4

x


  0پس 2
2

x


   پسcos(2 ) 0x  

4 4

0 0
cos(2 ) cos(2 ) 1 cos(4 ) 2 cos(2 )x x x dx x dx

 

      

sin(2 ) 2 2
2 (1 0)4

2 2 2
0

x


     

 نتیجه:

sin( ) cos( ) cos( ) ( cos( )) cos( ) cos( )
b

b

a
a

x dx x b a b a         

cos( ) sin( ) sin( ) sin( )
b

b

a
a

x dx x b a   

2sec ( ) ( ) ( ) ( )
b

b

a
a

x dx tg x tg b tg a   

2csc ( ) cot ( ) cot ( ) ( cot ( ))

cot ( ) cot ( )

b
b

a
a

x dx g x g b g a

g b g a

     

  

 

sec( ) ( ) sec( ) sec( ) sec( )
b

b

a
a

x tg x dx x b a   

csc( )cot ( ) csc( ) csc( ) ( csc( ))

csc( ) csc( )

b
b

a
a

x g x dx x b a

b a

     

  

 

 به شرط
1 1 1 1 1

, 1 0
1 1 1 1

n n n n n
b

n b

a
a

x b a b a
x dx n

n n n n

    
     

    

 

 تمرین

 کنید.به کمک مفهوم انتگرال م ین حدهای زیر را حساب  .1

2الف: 

1

n

k k
n

k

Lim c




  اگرp  افزاری از بازة 1,0  وkc     یک نقطیة دلخیواه از بیازة

k اُم افزارp .باشد 
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2ب: 

1

4
n

k k
n

k

Lim c




   اگرp  افزاری از بازة 0,1  وkc     نقطیة دلخیواه از بیازة

k اُم افزارp .باشد 

 

 به کمک مفهوم انتگرل م ین حدهای زیر را در صورت وعود ت یین کنید. .2

3

2

1 2 3 ......

n

n
Lim

n


   
 

2 2 2 2 2
....

1 4 9n

n n n n
Lim

n n n n n
   

   
 

3 3 3
....

3 6 3n

n n n
Lim

n n n n n n n
  

  
 

2 2 2 2
....

1 4 ( 1)n

n n n
Lim

n n n n
  

   
 

1

1

1
sin( )

n

n
k

k
Lim

n n







 

 .های زیر را حساب کنیدانتگرال .3
2 2 2

2

1 0 0
(1 ) , ( 2) , (3 5)

2

x
dx x dx x x dx      

23yمساحی ناحیة مثدود بین منثنی  م ین، به کمک انتگرال .4 x و مثورx را ها

بربازة  0,2 .ت یین کنید 

هیا، مثیدودة تقریبیی بیرای هیر ییک از       انتگرالبه کمک قضیه مقدار میانگین برای  .5

 های زیر ت یین کنید.انتگرال

4

1
sin( )x dx

x



  و
1

3

0
8x dx    و

2

31 1

dx

x    و
1

20 1

dx

x 

به کمک قضیه مقدار میانگین  .6
1

31

x

xx

dt
Lim

t



 .را بدسی آورید 

 .های داده شده ت یین کنیدزههای زیر را بربامتوسط تابر .7
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)2الف: ) ( 1)f x x   بر بازة 0,3 

)ب: ) | | 1g x x  های بر بازه 1,3  و 1,3 

بر بازهgوfثابی کنید اگر  .8 ,a bبر این بازه، پذیر باشند آنگاهانتگرال 

f g f g   

متوسط تابر  .9 y x  را بر بازة 1,3 .ت یین کنید 

مطلوب اسی  .10
3

2

2
| 1|x dx


. 

بافرض آنکه  .11 
1

( )
x

f x t t dt


  ضابطهf را بر بازه 1,3   به طورصیریح )بیدون

 انتگرال( بیان کنید.

اگر .12 : ,f a b Rپیوسته وa b 0و
b

a
fdx وf    براین بیازه تغیییر علامیی

0fندهد، ثابی کنید . 

اگر .13 : 1,4f R (3)پیوسته و 0f  باشد با ارائه دلیل ت یین کنید کدامیک از

 تراسی.های زیر بزرگکمیی

4 4 2 1
2

1 2
2 1 4 2

,I f dx I f dx f dx f dx       

اگر ثابی کنید  .14 : ,f a b R ای ماننید نگاه نقطهپذیر باشد آانتگرالC  در بیازه

 ,a bوعود داردکه
c b

a c
f dx f dx . 

f(0)تاب ی با دستور زیر باشد، fاگر .15  .را درصورت وعود ت یین کنید 

0

1 sin( )
0

( )

0 0

x t
dt x

f x x t

x




 
 

 

21را چنان ت یین کنید که  fتابر  .16
df

x
dx

   (1)و 2f  . 
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اگییییرثابییییی کنییییید   .17   : 0,1 0,1f   پیوسییییته باشیییید،آنگاه م ادلییییه

0
2 ( ) 1

x

x tf t dt  دقیقاًیک ریشه در بازه 0,1.دارد 

1اگر داشته باشیم  .18
y

x
 و( ) 3y   های زیر برایکدامیک از پاسخy  صیثیح

 اسی؟

الف:
1

3
x dt

y
t

   :ب
0

sec( ) 4
x

y t dt  

ج:
1
sec( ) 4

x

y t dt


   :3د
x dt

y
t

  

 حساب کنید. xمشتق توابر زیر را بر حسب متغیر  .19
4

0

x

t dt  و
2

3

2
sin( )

x

x t dt و
0

2sin( )
x

t dt  و
sin( )

2

1
3

x

t dt  و
0

cos( )
x

t dt 

2
2sin( )

y

y
t dt  و

sin( )

2cos( ) 1

x

x

dt

t  و اگر
sin( )

20
| |

21

x dt
،x

t





 

تییییاب ی پیوسییییته باشیییید و همننییییین داشییییته باشیییییم بییییرای    fاگییییر .20
2

0
( ) cos( ), 0

x

f t dt x x x (4)مطلوب اسیf. 

 را حل کنید. رهای زیانتگرال .21

26

0
(sec( ) ( ))x tg x dx



  24و

0
( )tg x dx



  و
3

4

0
(3 )

4

x
x dx 

2

3

2

sin(2 )

2sin( )

x
dx

x



  و
5

1

33

2x x
dx

x






  و

3
2

3
( 1)( 4)x x dx


  

و
0

1
(cos( ) | cos( ) |)

2
x x dx



  و
4

4
| |x dx

  23و

0
(cos( ) sec( ))x x dx



 

4

0

2x x dx  

)2ان ت یین کنید که را چنfتابر  .22 ) 8sin ( )
12

f x x


    (0)و 8f  . 
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 یر برای حل انتگرالروش تغییر متغ

ش روآورییم کیه اولیین    میی  در خاتمه این فصل، روش تغییر متغییر در حیل انتگیرال را   

 باشد.می گیریانتگرالهای ترین تکنیکو از اصلیدر این متن گیری انتگرال

axبه xباشد و متغیر از fتابر اولیهFقبل از این دیدیم که اگر b    بیا شیرط(a 0

 تغییر کند داریم:(
( )

( ) ( ) ( )
F ax b

f x dx F x k f ax b dx k
a


       

axبیه   xتغییر متغیر لزوماً حالی ساده تبدیلحال اگر  b     نباشید ی نیی حالیی کلیی

 موعود باشد.dx،duباید در زیر انتگرال نیز به عای،uبه xتغییر

 زیر:های مطلوب اسی پاسخ انتگرالمثال: 

cos( )
?

2

x
dx

x
 

)cosدانیم کهمی در این مثال ) sin( )x dx x k اما به عایx  عبیارت ،x  بکیار

uمتغیر دیگری ی نیxرفته اسی به عبارتی به عای  x   بکار رفته اسی پیس بایید

 موعود باشد.duنیزdxبه عای

du u dx 
1

( )
2

u x du x dx dx
x

    

cos( )
cos( ) sin( ) sin( )

2

x
dx u du u x k

x
     

1

2
2

( )
x

dx
x


 

1

2
2 2

( )
x x

I dx dx
x x

 
   

2uاگر قرار دهیم ،انتگرال نام ینهای برای یاری گرفتن از فرمول x :داریم 

1 2
0

2

2 2 2
2 2

2 2

x
du dx I dx

x x

x x
dx dx udu

x x

 
    
 

  
  





  

 



 ریاضی عمومی یک    44

1
1

3 32
2 2

4 4
2 (2 )

1 3 3
1

2

u
u x k



    



 

2uاگر قرار دهیم راه دیگر: x :داریم 

2 1
2 2 4

2

dx
u x udu dx udu

x x
       

 
3

2 34
2 4 4 4 2

3 3

dx u
I x u udu u du x k

x
           

3 مثال:   2I x x dx  

3اگر قرار دهیمحل:  2x u  3پسdx du :و داریم 
2 3

3 2
3 3

u dx
x I x x


       

5 3

2 2

3 1

2 2

2
2 1 1 5 3( 2 )

3 3 9 9 2 2

u u
u du

u u u du

 
        
 
 
  

  

5 3 5 3

2 2 2 2
1 2 4 2 4

(3 2) (3 2) (3 2) (3 2)
9 5 3 45 27

x x x x k
 

        
 

 

 تمرینراه دیگر:

3 مثال: 21I x x dx  

21قرار دهیماگر حل:  x u  2داریمdu xdx بنابرین 

2 2 2 2 2
1 1

2

xdx
I x x x dx x x       

21چون  x u 2داریم 1x u پس 
1

( 1) ( )
2 2

du
u u u u u du    

5 3 5 3

2 22 2 2 21 (1 ) (1 )

5 32 5 3

2 2

u u x x
k

 
   

    
 
 
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 مثال:  
7

2

sin ( )

cos ( )

x
I dx

x
  

)cosاگر قرار دهیم حل:  )u x:داریم 

6 6

2 2

sin( )

sin ( ) sin( ) sin ( ) ( sin( ))

cos ( ) cos ( )

du x dx

x x x x dx
I dx

x x

 

  
    

 

 ازطرفی

 
3

6 2 3 2 3 2sin ( ) (sin ( )) (1 cos ( )) 1x x x u      
2 3 6 2 4

2 2

(1 ) 1 3 3u u u u
I du du

u u

   
      

1 5 3
4 2

2

1
( 3 3 ) 3 3

1 5 3

u u u
u u du u

u

 
          

 
 

5 5
3 31 1 cos ( )

3 3cos( ) cos ( )
5 cos( ) 5

u x
u u x x k

u x
        

5 31
sec( ) cos ( ) 3cos( ) cos ( )

5
x x x x k     

 مثال:  
1

10

1
( 1)x x dx


 

1xاگر قرار دهیم حل:  u  1پسx u وdu dxبنابرین 
12 11

10 10 11 10( 1) (1 ) ( )
12 11

u u
x x dx u u du u u du         

12 11 12 11
1

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

12 11 12 11

x x x x
I 

   
      

12 11
11 11( 2) ( 2) 2 1 1 1

0 ( 2) 2
12 11 12 11 6 11

       
            

    
 

11 105 5 5120
2 2

66 33 33

  
     

 در مثال فوق،پس از تغییر متغیر و بدسی آوردن عواب ی نی در مرحله توضیح:
12 11

12 11

u u
I   
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)برگردانیم و مقادیرxبه عای آنکه دوباره متغیر را به 1)را در آن عایگزین کنییم، (1)و 

 عایگزین کنیم ی نیuاین مقادیر را به عایتوان م ادل می
1 1 1 1 0

1 1 1 1 2

x u x

x u x

      

          
 

12 11
0

2

5120

12 11 33

u u
I 


   

6 مثال:  

0
1 sin( )x dx



 

 حل: 

 
2 2 cos( )1 sin( ) 1 sin ( ) cos ( )

1 sin
1 sin( ) 1 sin( ) 1 sin( ) 1 sin( )

xx x x
x

x x x x

 
    

   
 

6

0

cos( )
0 cos( ) cos( )

6 1 sin( )

x
x x x I dx

x




     


 

)sinو اگر قرار دهیم )u x 1 پس 
1

2cos( )
cos( )

11 sin( )

2

x dx du u
du x dx I

x u


         


  

6
02 2 1 sin( ) 2 1 sin( ) 1 sin(0)

6
u x


 

         
 

 

1
2 1 2 2

2

 
      

 
 

 نکته: چند

ثیال  ممکن اسی به چندین روش متفاوت قابل حل باشد، بطور مها برخی از انتگرالالف:

 توان برای یافتن عواب راه دیگری را هم بکار برد.می در انتگرال فوق

 راه حل دوم:

1 sin( )x 

sin( ) 2sin( )cos( )
2 2

x x
x  

2 21 sin cos
2 2

x x   
     

   
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2 2

2

1 sin( ) sin cos 2sin cos
2 2 2 2

(sin( ) cos( ))
2 2

x x x x
x

x x

       
          

       

 

21 sin( ) sin cos sin cos
2 2 2 2

x x x x
x

        
             

        
 

0از آنجا که
6

x


  پس 

cos 0 sin cos 0
2 2 2

x x x     
        

     
0و   sin

2 12 2

x x  
    

 
 

6

0

cos( ) sin( )
2 2sin( ) cos( ) 6

1 12 2
0

2 2

x x
x x

I dx
 
 

     
 

 

6

2 cos( ) sin( )
2 2

x x


 
    

 
 

صیثیح بایید بیه عیواب یکسیان      های و واضح اسی که چون انتگرال م ین اسی همه راه

 منتهی شود.

 ،cباشد آنگاه برای هر عدد ثابیTتاب ی متناوب با دوره تناوبfاگرب:

0 0
( ) ( ) ( )

T c T c T

c c
f x dx f x dx f x dx

 


    

 مثال:  

 
22

6

0 0
6

sin sin( )x dx x dx









  

گییری متقیارن باشید    زوج و بازه انتگیرال  پذیرانتگرالیک تابر fدر انتگرال م ین اگرج:

 داریم:
0 0

0 0
( ) 2 ( ) 2 ( )

a a a

a a a
f dx f dx f x dx f x dx f x dx

  
        

 مثال:  

0
2 2

0
22

cos( ) 2 cos( ) 2 cos( )x dx x dx x dx
 




    
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2 2

0
0

cos( ) sin( ) sin( ) sin(0) 1 0 1
2

x dx x
 


      

2

2

cos( ) 2 1 2x dx





   

 آنگاه،،متقارنگیری و فرد باشد و بازه انتگرال پذیرانتگرالتاب ی  fو همننین اگر
0

0
( ) ( ) ( ) 0

a a

a a
f x dx f x dx f x dx

 
      

 مثال:  
1

3

1
0x dx


 

3 52

2

(sin ( ) ) 0x x dx





  

54

4

( ) 0tg x dx





 

1 1 1
3 2 3 2

1 1 1
(2 3 1) (2 ) (3 1)x x x dx x x dx x dx

  
          

 
1

2 3 1

0
0

0 2 (3 1) 2 ( ) 2 (1 1) 0 4x dx x x         

,0]بر بازه  fاگر تابر د: ]
2

   پیوسته باشد در این صورت 

2 2

0 0
(Sin( )) (cos( ))f x dx f x dx

 

  

 مثال:

2 2

0 0
sin ( ) cos ( )n nx dx x dx

 

  

3 2 3 22 2

0 0
sin ( ) cos ( ) cos ( ) sin ( )x x dx x x dx

 

    

 مطلوب اسی،یک عدد طبی ی باشدnاگر مثال: 

2

0

sin ( )

sin ( ) cos ( )

n

n n

x
I dx

x x




 

 بنابر توضیح )د(،حل: 

2

0

cos ( )

cos ( ) sin ( )

n

n n

x
I dx

x x



 
 
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2 2

0 0

sin ( ) cos ( )

sin ( ) cos ( ) cos ( ) sin ( )

n n

n n n n

x x
I I dx dx

x x x x

 

  
   

2 2

0 0

sin ( ) cos ( )
2 1 0

sin ( ) cos ( ) 2 2

n n

n n

x x
I dx dx

x x

 
 

     
  

2
2 4

I I
 

    

 

 تمرین

)2را چنان ت ییین کنیید کیه     fتابر  .1 ) 4sec (2 ) (2 )f x x tg x   (0)و 1f   و

(0) 4f  . 

 .های زیر را حل کنیدبه کمک روش تغییر متغیر انتگرال .2

2sin(2 )x x dx  2و 4(3 2)(3 4 )x x x dx  

22

2

(2 ( ))sec ( )
2 2

x x
tg dx






  2و

2

1 1
cos ( )dx

x x 

3

2 2sin ( 1)x x dx  و
5

1x
dx

x


  2وsec (3 2)x dx 

2

cos( )

sin ( )

x
dx

x x
  4وx x dx  و

2

3 2

1 1x
dx

x x


 

csc( )cot ( )
2 2

x x
g dx

  
  2و 5( 1) (1 )x x dx  

3

( 5) 5x x dx   10و( 1)x x dx  3و

0

( )

2sec( )

tg x
dx

x



 

3( 4)

x
dx

x   5و 33 1x x dx  3و 21x x dx 

41 x
dx

x


  4و( ) sec ( )tg x x dx  2و

20

2sin( )cos( )

1 3sin ( )

x x
dx

x




 

1

dx

x
  وsin( ) 1 cos( )x x dx  1و x dx 
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 روش حل کنید. 2س ی کنید انتگرال زیر را دسی کم با  .3

2

2

3

sin ( )

1 cos( )

x dx

x






 

 های زیر را حل کنید.انتگرال .4

3
2

3
( 1)( 4)x x dx


   و

4

4
x dx

 و
1

3

1
3x x dx


و

1
4 2

1
( 2 3)x x dx


  

اگر .5 : ,f o a R پیوسته باشد مطلوب اسی
0

( )

( ) ( )

a f x
dx

f x f a x  

 


